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RESUMEN

En el presente articulo se muestra una nueva metodologia para la determinacion de las Matrices Reducidas de Wigner. Nuestro interés
en estas matrices proviene de su uso frecuente en Estructura Nuclear. En los estudios de las propiedades del nucleo atéomico, las
propiedades de simetria rotacional involucran estas funciones propias del grupo de rotacién en tres dimensiones. Aqui, derivamos
expresiones polinomiales que permitan usar estas matrices en expansiones asintéticas de diferentes magnitudes fisicas.
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ABSTRACT

A new method is proposed for for expressing Wigner's reduced matrices as polynomials. These matrices, arising from the symmetry
propierties of the Rotational Group are of common use in Nuclear Structure; however only the lowest of them are usually tabulated due to
their complexity. Our interest in the polynomila expression of higher terms arises from their usefulness in asymtotic expansions of different

observables in the Interacting Boson Model.

Keywords: Polynomials, Matricial Elements, Asymtotic Expansion.

1. Introduccion

Uno de los principios de conservacion basicos de la
Fisica es el de la invarianza rotacional. Esta
invarianza corresponde a la conservacion del
momento angular y es muy estudiada tanto por los
matematicos, los fisicos, como por los quimicos que
usan las técnicas de la Teoria de Grupos. El grupo
de rotacidn en tres dimensiones es en este sentido
uno de los mas utiles y el principio de conservacion
asociado de aceptacion universal. En este articulo
presentamos las propiedades generales asociadas con
las rotaciones en tres dimensiones, como surgen las
Matrices de Wigner y las Matrices Reducidas de
Wigner, y derivamos una formulacion polinomial
para su determinacion. La seccion 1 trata de las
propiedades de grupo de estas funciones propias y su
definicion analitica; la seccion 2 presenta su
determinacion  polinomial;  después  algunas
conclusiones son presentadas en la seccion 3.

2. Rotaciones en el Espacio, Angulos de Euler y
Matrices de Wigner

En Mecénica Cuantica, se suele presentar un Grupo
G de dimension n por matrices del mismo orden de

tal manera que a cada elemento a de G le
corresponda una matriz R(a) cuadrada n x n. Estas
matrices tienen que cumplir con la siguiente
propiedad:

R(a) R(b) = R(ab), (1)

i.e. el producto de los elementos del grupo se reduce
a una multiplicacidén matricial.

En el presente articulo, la representacion irreducible
del grupo de rotacién es la que nos interesa. Este

grupo es generado por el momento angular J :
iay
D(@@) = eXP(_T) ()

Para determinar las matrices que representan
rotaciones finitas, se introducen los angulos de Euler
(a, B ) que se definen como sigue:

Sea un conjunto de ejes ortogonales (x, y, z) que se
trasforman mediante rotaciones a otro conjunto (x/,
y', z'). Para pasar del primero al segundo se procede
en tres pasos:
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* Una rotacion @ alrededor del eje z permite pasar
a un sistema (x;, y,, z):
(az): (%y.z = (xuy.2z)
* Después, con una rotacion [ alrededor de y;, se
obtiene (x';, yi, z'):
By): (x1,y,z) = (X', y,z)
* Una tercera rotacion Y alrededor de z' nos lleva
al sistema (x', y', z'):

vz):  (hy,z) = (X\y.Z)

El operador de rotacion correspondiente a esta
transformacion tendrd la forma explicita:

D(a, By = D(yD(BD(a)
= exp(-iyJ-)exp(-ifi), ) exp(-iaJ;)
)

Una reduccion directa de esta ecuacion conduce a la
relacion:

D(a, B Y= exp(-iy))exp(-ifi,)exp(-ia.)
“

Utilizaremos la convencion de Rose [1] para escribir
las matrices correspondientes a la representacion
irreducible del grupo de rotacion de dimension 2/ +
1 (para un momento angular /):

(1M

D(a,B.y) IM) =Dy, (@, B,y) = D(R)
)

A D(a, B ) se suele llamar Matriz de Wigner [4].
Como D es un operador unitario,

D'(a.By=D'(a, B y=D@pBy (6

Por lo que podemos escribir las siguientes
relaciones:

Dy, (@, B.y))*=D(=y.=B.=a) (7)

> (D (RN* Dy (R) = Dy (R)(Dyy (R) *

=d6(M,N)
Dado que los vectores de base de la representacion

son funciones propias de J,, podemos escribir las
matrices de Wigner de forma mas simple:

Dip (@, Buy) =€ (1M exp(fI | IN)
= Mg (B)

.y 1 .
En esta expresion, d,,, (B), conocidas como las

Matrices Reducidas de Rotacion o Matrices
Reducidas de Wigner son reales y se pueden escribir
explicitamente como:

F(j+m=k+D)I (j—n—t+)[ (k+1)I (k+n—m+1)

1
j — _\k [T +m+D)T(=m+D)I (j+n+])[(j-n+1)]?
d;fm(ﬁ)—Z() Jrm DL )L DL G ZDIE

B\\[2/+m-n-2k] B\\[2k+n-m)
(eos(§) U sen(§P g

donde & toma todos los valores enteros para los
cuales las funciones Gamma son definidas.

Esta definicién de las Matrices Reducidas de Wigner
sera nuestro punto de partida debido a que en el
esquema de proyeccion antes de la variacion (PAV)
del método de Hartree-Bose en el Modelo de
Interaccién Bosonico (MIB), nos encontramos en la
necesidad de evaluar integrales de sobrelape del
tipo:

LN, L, L, n) :J;nd,fn(ﬁ)dﬁm(ﬁ)[Z(B)]N'” sen(B)dp,
(10)

donde L es el momento angular del estado nuclear
que se estudia, / es un momento intermedio, N es el
numero de bosones del sistema, n el rango de la
interaccion (n toma el valor uno para una interaccion
de un cuerpo, dos para una interaccion de dos
cuerpos, etc...), y

Z(cos(B)) = ;d (cos(B)x (11)

representa la distribucion angular del condensado
bosonico.
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Estas  integrales pueden ser aproximadas
asintoticamente, usando el método de Laplace una
vez se escriben de la forma:

L) = [ A (12)

para A — o0,

Este método permite expandir la integral [12] en una
serie asintotica que converge muy rapidamente:

L(A)~i+ ¢ + ¢, +

13
AV AVH AV+2 ( )

Esta es la motivacion principal por escribir las
Matrices Reducidas de Wigner en serie de potencias
ya que los coeficientes en [13] se determinan en
funcion de los coeficientes de las expansiones en
serie de potencia de @x), la funcion pre-exponencial
y h(x), la funcidén exponencial respectivamente.

3. Desarrollo polinomial de las Matrices

Reducidas de Wigner

Empezando con [9], usando las identidades
trigonométricas

sen(g) =1(l—-cos )
cos(g) =21 +cosp),

y haciendo el cambio de variable
x=1-cosf (14)

podemos escribir la Matriz Reducida como sigue:

d;,(B)= ;ijn TRe-0"T, as)

donde

k, = max{ 0,(m+ n)}
k, = min{(j =m),(j = m)}

c* _ D [r(j+m+1)r(j—m+1)r(j+n+1)r(j—n+1)]%
m 2 T(G+m—k+DF(—n—t+DFk+DI(k+n—m+1)

(16)

Ahora se puede expandir 2- x) *de la forma
za[s]x donde
m-—n
s=j+ -k
/ 2
a;’ =2 (17)
5] — (s - l)a[‘]
al+l - AT N
21 +1)
Entonces escribimos
+ﬂ12ﬂ k)

m

[j+75"=k] 1
(ﬁ) /(Z C/mn Z a, ’ X
[j+22—k)  [k+222+]]

Z Z ijn l ’ X ’

Asociando los coeficientes de los términos de la
misma potencia,

(+51)

d,(B=3 bx", (18)

i=0

donde

i-1[l=i+j+""]
bi - Z ijn !
=y

[ cuando i<k,
V= E{[— k, cuando 1>k,

4. Ejemplos y Discusion _

La expresion [18] es nuestra féormula polinomial
para la determinacion de las Matrices Reducidas de
Wigner.  Aplicandola, determinemos algunas de
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estas para valores especificos de j, m, n. El resultado

se muestra en el cuadro siguiente:

Tabla 1: Expresiones para algunas Matrices Reducidas
de Rotacion

j|m|n d,,(B)
111 renh
1]-1]1 Leoeh
—cos B
(1=cos B)
111]0 —5
1(0]0 cos 8
+2cos B+cos? B
21212 12#
202 (1| =L(+cospB)1-cos’B)"
21210 \/%(1 —-cos B)°
22 -1 L(cos B=1)(1-cos> B)"
-2cos B+cos’ B
20212 TReosProos B
21111 1(2cos B—1)(1+cos B)
201 1-1 1(2cos B+1)(1—cos B)
20110 —\/%cos,B(l—cos2 B)”
21010 1(3cos? B-1)

Estas expresiones se pueden reducir mas, pero no lo
hacemos para resaltar las potencias de cos 3 que es
de mucho interés para nosotros. En particular se

reconoceran con facilidad los té del tipo d{, que

corresponden a los Polinomios de Legendre de orden
j. Para estos casos especificos la formula se reduce
a:

p(x) :;yk,l(l_x)k (19)

F(+k+1)
F(-k+)[Mk+D]*

(20)

y para la distribucion del condensado bosonico
Z(cos B) se obtiene:

lmax
am:;amemk 1)

max

g, =3y, 22)

expresiones que habiamos obtenido anteriormente
[5]. Estas nuevas expresiones extienden la
posibilidad de realizar calculos fuera de la simetria
axial que hemos usado anteriormente y donde se
trabaja con los polinomios de Legendre.

Se ha de notar, sin embargo, que en el Modelo de
Interaccion Bosonico nos limitamos a valores
enteros de j porque tratamos con bosones. Este
estudio podria extender las posibilidades al Modelo
de Interaccion Boson-Fermion (MIBF) donde se
considera un nucleo impar.
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