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RESUMEN. Este estudio analiza la estabilidad de un modelo de competencia interespecifica basado en las ecuaciones de Lotka-
Volterra, aplicado a cinco cepas de microorganismos de montafia aisladas para su uso potencial en cultivos agricolas. Se emple6 una
metodologia de analisis de estabilidad en sistemas dinamicos, donde se calcularon los coeficientes de competencia y se determino la
matriz de interaccion entre especies. A través del analisis de los valores propios de la matriz jacobiana, se evalud la estabilidad de
los multiples puntos de equilibrio del sistema. Los resultados indican que los dieciséis puntos de frontera evaluados resultan ser
puntos silla inestables, mientras que el punto interior de coexistencia total actia como un nodo asintéticamente estable.
Posteriormente, el andlisis de los exponentes de Lyapunov, calculado mediante el procedimiento de ortogonalizacién de Gram-
Schmidt, confirmé de manera concluyente la convergencia del sistema hacia una estabilizacion a largo plazo. Al finalizar la
integracion computacional, todos los exponentes adoptaron valores estrictamente negativos, descartando definitivamente la presencia
de dinamicas cadticas y confirmando la resiliencia del ecosistema frente a perturbaciones poblacionales. Estos hallazgos permiten
una mejor comprension de la dinamica ecoldgica y la autorregulacion de los bioles, respaldando firmemente su potencial aplicacion
en la estandarizacion y optimizacion de su uso agricola como biofertilizantes.

Palabras clave: Andlisis de estabilidad, biol, caos en sistemas dindmicos, microorganismos de montafia, modelos matemdticos,
sistemas dindamicos.

ABSTRACT. This study analyzes the stability of an interspecific competition model based on the Lotka-Volterra equations,
applied to five mountain microorganism strains isolated for potential use in agricultural crops. A stability analysis methodology for
dynamic systems was employed, calculating competition coefficients and constructing the interaction matrix between species. The
stability of the system's multiple equilibrium points was evaluated through analysis of the eigenvalues of the Jacobian matrix. The
results indicate that the sixteen boundary points evaluated are unstable saddle points, while the interior point of total coexistence acts
as an asymptotically stable node. Subsequently, the analysis of Lyapunov exponents, calculated using the Gram-Schmidt
orthogonalization procedure, conclusively confirms the system's convergence toward long-term stabilization. Upon completion of
the computational integration, all exponents adopted strictly negative values, definitively ruling out the presence of chaotic dynamics
and confirming the ecosystem's resilience to population disturbances. These findings allow for a better understanding of the
ecological dynamics and self-regulation of biofertilizers, strongly supporting their potential application in the standardization and
optimization of their agricultural use as biofertilizers.

Keywords. Stability analysis, biol, chaos in dynamical systems, mountain microorganisms, mathematical modeling, and
dynamical systems.
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1. Introduccion

La competencia es una de las interacciones ecologicas
fundamentales entre especies. Las especies que coexisten
compiten por los mismos recursos. Un modelo tipico de
competencia por los recursos que ha sido ampliamente
reconocido es la competencia clasica Lotka-Volterra [1].
El modelo Lotka-Volterra, propuesto por Volterra (1926)
y de forma independiente por Lotka para reacciones
quimicas [2], es la base para describir dindmicas
ecoldgicas (incluida la competencia), construidas sobre
la ecuacion logistica [3]. En el esquema depredador-
presa, dos poblaciones se influyen mutuamente en su
crecimiento y los parametros (incluidas condiciones
iniciales) determinan la estabilidad del sistema. Estas
ecuaciones se resuelven numéricamente y exhiben desde
estados estacionarios y oscilaciones periodicas hasta
comportamientos caoticos. G. Gause (1934) [4]
generalizd el modelo a N especies que compiten por

recursos finitos, formulando un sistema para poblaciones
xi(i=1..N)

dx. ZN= o X5
L= <1 — M) (1)

Aqui x representa la poblacion o la cantidad de la
especie ien un momento t, 7;representa la tasa de
crecimiento de la especie i y a;; representa la medida en
que la especie j compite por los recursos utilizados por la
especie i, la cual se conoce como matriz de interaccion.
Por ultimo, K; es la capacidad de carga de la especie i.
Los analisis de esta ecuacion muestran que la
coexistencia de dos o mas especies solo es posible si la
competencia intraespecifica es mas fuerte que la
interespecifica. En caso contrario, la dindmica conduce a
la exclusion de una especie entre N especies [5].

La definicion de un sistema Lotka-Volterra competitivo
supone que:

Ti>0 y ClijZO (2)

Si todos los valores de la matriz de interaccion son
positivos o 0, la poblacion de cualquier especie
aumentara en ausencia de competencia, a menos que la
poblacion ya esté en la capacidad de carga (r; > 0 para
todo i).

Estas condiciones (2) garantizan, ademads, que todas
las soluciones con condiciones iniciales no negativas

tienen la caracteristica de que permanecen acotadas y se
aproximan asintdticamente a la region 0 < x; < K;.

En 1976, Smale [6] demostrd que los sistemas Lotka-
Volterra que cumplen las condiciones anteriores y tienen
cinco o mas especies (N = 5) pueden exhibir cualquier
comportamiento asintotico, incluyendo un punto fijo, un
ciclo limite, un n-toro o atractores. Posteriormente,
Hirsch [7, 8, 9] demostré que toda la dindmica del
atractor se produce en una variedad de dimensiéon N — 1.
Esto es importante porque:

e Un ciclo limite no puede existir en menos de
dos dimensiones.

e Un n-toro no puede existir en menos de »
dimensiones.

e El caos no puede ocurrir en menos de tres
dimensiones.

Asi pues, Hirsch demostrd que los sistemas Lotka-
Volterra competitivos no pueden presentar un ciclo limite
para N < 3, ni ningun toroide o caos para N < 4. Para
crear un ecosistema estable, la matriz a;; debe tener todos
los wvalores propios positivos. Para sistemas de
N grandes, los modelos Lotka-Volterra son inestables o
tienen una conectividad baja. M. Kondoh [10] y G.
Ackland [11] demostraron de forma independiente que
los sistemas Lotka-Volterra grandes y estables surgen si
los elementos de a;; (es decir, las caracteristicas de las
especies) pueden evolucionar de acuerdo con la seleccion
natural.

El modelo de Lotka-Volterra proporciona una
herramienta fundamental para comprender como las
fluctuaciones en la densidad de una especie pueden
afectar a las poblaciones de otras especies coexistentes
en un ecosistema, incluidas las comunidades de
microorganismos. En los ecosistemas microbianos, los
bioles son abonos liquidos de la fermentacion y
descomposicion de materiales organicos que contienen
bacterias, hongos, virus o compuestos bioactivos (vivos
o inactivos); aplicados al suelo, semillas o plantas,
pueden estimular el crecimiento vegetal y representan
una alternativa sostenible para la fertilizacion de cultivos
comerciales.

En particular, esta investigacion se enfoca en el
cultivo de culantro coyote (Eryngium foetidum L.)
desarrollado en la comunidad de Bajo Bonito, en la
provincia de Panamé Oeste, distrito de Capira. El



Laboratorio de Microbiologia Agricola del Instituto de
Innovacidén Agropecuaria de Panama (IDIAP), liderado
por el Dr. Rito Herrera y su equipo [12], ha logrado aislar
34 cepas de microorganismos a partir de un biol, de las
cuales cinco destacan por su mayor capacidad para
aportar nutrientes. Aunque se han caracterizado estas
cinco cepas, las interacciones experimentales entre ellas
aun no se pueden medir de manera directa. Es por esto
que en esta investigacion aplicaremos la teoria
desarrollada hasta el momento sobre el modelo de
competencia de Lotka-Volterra para realizar un analisis
de estabilidad de entre 5 cepas presentes en un biol
compuesto por microorganismos de montafia.

2. Metodologia

2.1 Coeficiente de competencia

La matriz de competencia o matriz de la comunidad,
término acufiado por Levins (1968) [13], se compone de
los coeficientes de competencia a;; , los cuales se pueden
interpretar como la reduccion de la tasa de incremento de
la especie i causada por un individuo de la especie j, en
comparacion con el efecto de un individuo de la especie
i. El efecto interespecifico de j sobre i se expresa como
una fraccion del efecto intraespecifico per capita de la
especie i. Los coeficientes de competencia convierten el
efecto de un competidor, medido por unidad de su
biomasa, en el efecto equivalente sobre la especie
objetivo, ajustado a su biomasa. Este ajuste permite
comparar como la competencia de una especie impacta a
otra en términos de su biomasa.

Operativamente, el coeficiente de competencia de B
sobre A se estima como

_ (Ky —wy)

Qg =~ ©)

que mide la reduccion del crecimiento de A atribuible a
B por unidad de biomasa. Esta relacion se deriva del
modelo competitivo de Lotka—Volterra a dos especies
[14] y corresponde a la condicion de equilibrio de A
(Ky —wy — aggwg) = 0 (ya que 14, Wy Son positivos).

Los valores de w, y wg dependeran del momento del
experimento en que se hayan realizado las mediciones de
biomasa. La ecuacion (3) es una manera de estimar los
coeficientes de competencia con pocos datos disponibles.
Su utilidad ha sido validada en el marco de la matriz
comunitaria en ecologia experimental [15].

2.2 Estabilidad de las comunidades

La comunidad es estable si las partes reales de todos
los valores propios de la matriz de comunidad son
negativas, lo que puede interpretarse como la existencia
de un equilibrio de coexistencia. Sin embargo, el hecho
de que la parte real del vector propio principal sea
negativa no garantiza que este equilibrio sea factible, es
decir, que todas las especies tengan biomasa positiva en
condiciones de equilibrio. En 1968, R. Levins [13]
defini6 la matriz original de la comunidad reescribiendo
el modelo de competencia Lotka-Volterra (1), en forma
de matriz en estado estacionario:

N* = Ka™!

Donde N* representa el valor de equilibrio de la
poblacion, calculado a partir de la inversa de la matriz de
competencia a~! y el vector de capacidades de carga K.
Aqui, a= (aij), i,j=1,..,N, comprende Ilos
coeficientes de interaccion por pares, con los elementos
diagonales que denotan los coeficientes de competencia
intraespecifica iguales a la unidad. El punto principal es
que la informacion sobre 7;, K;, «;; estd disponible a
partir de experimentos de competencia por parejas: K; es
la biomasa maxima de la especie i en monocultivo, y los
elementos de a;; pueden calcularse a partir del sistema
de ecuaciones de Lotka-Volterra [16]. Si todos los
elementos de N son mayores que 0, es decir, todas las
especies tienen una biomasa de equilibrio positiva,
entonces el equilibrio es biologicamente viable.

Levins ilustr6 a con elementos diagonales a;; =1
porque en términos del nicho competitivo se supone que
cada especie compite completamente consigo misma.
Esta suposicion intuitivamente atractiva puede no ser
apropiada para muchas especies [17]. Los elementos ;;
no diagonales de a representan los coeficientes de
competencia de nicho interespecifico. Esta matriz de
comunidad original se consider6 posteriormente
sinénima de la matriz o en las investigaciones de Lawlor
[18] y de la matriz de competencia en [13, 19]. Este
ultimo término parece preferible porque la competencia
entre especies puede describirse de numerosas formas,
como en el modelo Lotka-Volterra.

2.3  Analisis de estabilidad

El analisis de estabilidad en sistemas dinamicos nos
brinda la oportunidad de examinar el comportamiento de
dichos sistemas bajo diversas condiciones. En nuestro
caso, se busca determinar los puntos criticos y evaluar su



estabilidad. Este sistema especifico estara conformado
por N especies. Cuando se trata de un sistema con N
ecuaciones diferenciales, el procedimiento es analogo al
caso de dos ecuaciones. Al suponer que el sistema es:

X1 = f1(x1, %2, o0s Xy)

Xy = fo(x1, X2, .00, Xy)

Xy = fn(x1, %2, s Xy)

donde x* = (x1,x3,...,Xy) €s un punto critico tal que
(fl(x*),fz(x*), ...,fN(x*)) = (0,0, ...,0). Ahora,
considerando la perturbacion x; = x; +u; parai=
1,2,...,N, se expanden las funciones f; alrededor del
punto critico hasta primer orden:

fiG) ~ fy@) + 30, 2L

J x*)

uj,

con x = (Xxq,Xx5,..,xy). Luego se sustituyen estas
aproximaciones en las ecuaciones diferenciales
originales:
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Estas son las ecuaciones lineales que describen el
comportamiento del sistema cerca del punto critico,

teniendo en cuenta las perturbaciones uq, u,, ..., Uy
La forma general de estas ecuaciones es:
u=j-u 4
Donde u = (ug,uy, .., uy)’ es el vector de
perturbaciones, y J es la matriz jacobiana evaluada en el
a
punto critico, definida como: J;; = a;): -
M

En torno al punto critico, la dindmica de pequefias
perturbaciones se describe por la linealizacion del
sistema (4). La estabilidad local se evalua a partir de los
valores propios de la matriz Jacobiana J. Siguiendo

Hartman—Grobman [20], cuando ]/ no tiene valores
propios con parte real nula, el sistema no lineal y su
linealizacion son topoldgicamente equivalentes en un
entorno del equilibrio, por lo que comparten el mismo
comportamiento cualitativo. Con el criterio clasico de
estabilidad, el equilibrio x* es estable si todas las partes
reales de los valores propios de J(x*) son negativas, e
inestable si alguna es positiva. Con base en el Teorema
de Hartman-Grobman el estudio de estabilidad para el
sistema de la ecuacion (1) cerca de sus puntos de
equilibrio es equivalente a la linealizacion del sistema,
esto es, calculando la matriz jacobiana del sistema
linealizado. Sea P(y) el polinomio caracteristico de la
matriz J, evaluada en un punto de equilibrio, con raices y;
parai = 1,2,3,...,N

2.4 Cuantificando el caos

Un sistema dindmico se denomina cadtico si satisface
las tres propiedades: acotacion, recurrencia infinita y
dependencia sensible de las condiciones iniciales [21].
La teoria del caos investiga el estudio cualitativo y
numérico del comportamiento aperiédico inestable en
sistemas dinamicos no lineales deterministas. En 1963,
Lorenz [22] descubrid un sistema cadtico tridimensional
cuando  estudiaba un modelo meteorologico
tridimensional de conveccion atmosférica. Al cabo de
una década, Rossler [23] descubrid un sistema caotico
tridimensional construido durante el estudio de una
reaccion quimica. En los ultimos afios, se han anunciado
en la literatura muchos sistemas cadticos 3-D, como los
sistemas estudiados en [24], [25], [26], [27], [28] y [29].
Recientemente, se ha descubierto que la teoria del caos
tiene importantes campos de aplicacion en los sistemas
dindmicos no lineales y es aplicable a muchos sistemas
del mundo real, incluidos los bioldgicos. En 2005, Sprott
et al. [30] descubrieron un modelo competitivo
multiespecifico Lotka-Volterra de alta dimension que
presenta caos espaciotemporal. En 2006, Vano et al. [31]
descubrieron el caos en modelos Lotka-Volterra basicos
de cuatro especies en competencia.

Las investigaciones de Hirsch y Smale proporcionan
un marco teodrico crucial para comprender las
limitaciones y posibilidades de la dinamica en sistemas
Lotka-Volterra competitivos ya que establecen una
relacion directa entre la dimensionalidad del sistema y la
complejidad de su comportamiento dinamico, lo que es
fundamental para predecir y comprender la dindmica de
sistemas biologicos y ecologicos complejos. Hirsch
estableciendo un umbral minimo de dimensionalidad



parael caos en N < 4 y Smale determinando que el caos
es posible para N > 5 [6, 7]. Una de las formas mas
comunmente usadas para medir el caos en un sistema
dindmico es mediante los exponentes de Lyapunov.

2.4.1. Exponentes de Lyapunov

Para decir si un sistema es cadtico o no y en caso
afirmativo poder cuantificar su grado de caoticidad, se
han propuesto una serie de métodos, que se conocen
como indicadores del caos. La nocién de que las
trayectorias divergen exponencialmente se hace
formalmente introduciendo los exponentes de Lyapunov
(LE por sus siglas en inglés). LE es un indicador que
funciona como una medida de la sensibilidad de las
trayectorias a las condiciones iniciales, que es una
caracteristica inequivoca del comportamiento cadtico.
Por simplicidad se considera el caso de un sistema
dindmico discreto unidimensional en un intervalo de la
recta real, como el siguiente: x,, = f(x,_1), equivalente
a x, = f™(xp). Si se toman dos trayectorias que parten
de puntos muy proximos, X y x, + €. Por efecto de las
sucesivas iteraciones del mapa estas trayectorias al cabo
de n iteraciones habran evolucionado x, = f"(xy) y
Xn = f™(xo + €) respectivamente. La distancia entre
ellas sera

ln = ™ (%0 + &) = f(xp)] = g™ o)

En esta ecuacion se observa que si A es positivo las dos
trayectorias divergen y si A es negativo convergen. Aqui,
como se encuentra en una dimension, no se esta hablando
de caos, sino del simple alejamiento o acercamiento de
dos trayectorias que inician muy juntas. De la ecuacion
anterior se deduce que: Si A > 0, el sistema presenta
sensibilidad exponencial a las condiciones iniciales, y,
por tanto, caos. SiA < 0, la dinamica del sistema no es
muy sensible a las condiciones iniciales, ya que la
distancia entre dos trayectorias proximas disminuye o se
mantiene aproximadamente constante y, por tanto,
presenta una conducta regular u ordenada. Tomando
logaritmos y el limite cuando € tiende a 0 y n tiende a
infinito en la ecuacidon anterior, se tiene la siguiente
expresion que define el exponente de Lyapunov:

oA ™ (xo + &) — f"(x0)|

&

donde,

- 1 Mxg + &) — fM(x
A(xg) = lim lim—In [T &) = f7(x0)
0 n-ow e->0n £

Teniendo en cuenta la definicion de la derivada.

- 1 dft(x)
}\(XO) = 111—1}0105111 <T )
0

donde, f™(xo) = f(f(...f(xo) ...)), es la n-ésima
composicion de f consigo misma, derivando, utilizando
la regla de la cadena y generalizando este resultado para
el caso f™(x), se tiene

n-1
dfl _T1T1|ef®
dx™m x B L_o[ dx™ |

que sustituyendo en la expresion del exponente de
Lyapunov, resulta

- 1 Tdf
o = Jim 2] [
i=0 Xi

Si esta expresion converge cuando n — oo, se dice
que es el exponente de Lyapunov para la orbita que
comienza en x,. El exponente de Lyapunov, A(xy) ,
viene dado como una suma de términos calculados a lo
largo de una serie de puntos x; de la trayectoria que
comienza en X,. Para sistemas continuos de dimension
mayor o igual a tres, donde ya puede aparecer el caos, el
nimero de exponentes corresponde a la dimension del
sistema. No existe una formula exacta para calcular los
exponentes de Lyapunov como existe para mapeos
discretos, pero existen diversos algoritmos para su
calculo. El método comunmente utilizando se denomina
método estandar, propuesto por Benettin en [32].

Los LE son utiles para el analisis de estabilidad ya que
son independientes tanto de la métrica utilizada para
determinar la distancia entre perturbaciones como de la
eleccion de las variables. Esta propiedad implica que son
invariantes dindmicas y, por tanto, proporcionan una
caracterizacion objetiva de la dindmica correspondiente.
Por otro lado, un LE maximo estrictamente positivo es
sinébnimo de inestabilidad exponencial, pero hay que
advertir que, en algunos casos especiales, esto puede no
ser cierto (véase, por ejemplo, el llamado efecto Perron)
[33]. Por altimo, un exponente de Lyapunov maximo
estrictamente positivo suele considerarse una definicion
de caos determinista. Esto solo tiene sentido cuando la
correspondiente  variedad  inestable se  pliega
permaneciendo confinada dentro de un dominio acotado
(un punto fijo inestable no es cadtico).



2.4.2. Método Estandar para el calculo de los
exponentes de Lyapunov

Los exponentes de Lyapunov pueden -calcularse
aprovechando la tendencia natural de un volumen
N-dimensional a alinearse a lo largo del N subespacio de
mayor expansion. A partir de la tasa de expansion de un
volumen N-dimensional, se obtiene la suma de los N
mayores exponentes de Lyapunov. En total, el
procedimiento requiere evolucionar n perturbaciones
linealmente independientes y uno se enfrenta al problema
de que todos los vectores tienden a alinearse a lo largo de
la misma direccion. Sin embargo, como se demostrd a
finales de los afios 70, esta inestabilidad numérica puede
contrarrestarse ortonormalizando los vectores con ayuda
del procedimiento de Gram-Schmidt [32]. Como
resultado, pueden calcularse los LE (A(i)), naturalmente
ordenados de la mayor a la més negativa: en conjunto se
denominan espectro de Lyapunov.

Los exponentes de Lyapunov miden el crecimiento
exponencial, o el decaimiento, de las perturbaciones
infinitesimales del espacio de fase de un sistema
dindmico caotico. Un algoritmo para la evaluacion
numérica de los LE se propuso en los trabajos de [32]
(véase también [34]), siendo uno de los primeros en
proponer un método de ortogonalizacion Gram-Schmidt
para su célculo. Hay que tener en cuenta que la precision
y fiabilidad de los LE determinados numéricamente
dependen de las condiciones iniciales, de la seleccion de
las perturbaciones, de las prestaciones del método
numérico de integracion utilizado y también del tamafio
del paso de ortonormalizacion.

Un célculo numérico prolongado del exponente de
Lyapunov principal requiere reescalar la distancia entre
trayectorias cercanas, con el fin de mantener Ia
separacion dentro del intervalo de flujo linealizado. Para
evitar el desbordamiento, se calcula la divergencia de las
trayectorias cercanas para pasos de tiempo finitos y se
renormaliza a la unidad después de un nimero finito de
pasos, procedimiento Gram-Schmidt [35]. Un algoritmo
para calcular los LE se fundamenta en las investigaciones
realizadas por [36] y [37] y se presenta en la figura 1.

Algorithm 1: Calculo del exponente de Lyapunov para sistemas ODE.

1 Entrada:
- ne: ntimero de ecuaciones

- Xstart: condiciones iniciales de ne

- tstart, teng: intervalo de tiempo
- Hporm: tamano de paso de normalizacion
- njg = ‘= ndmero de iteraciones
7 fori = ne+1tone(ne+1) do
s x(i) = 1,0. condiciones iniciales de perturbaciones iniciales
9 end for
10 = tspart
u fori =1ton; do
12 x = integracion de sistemas EDO F = [+ Y
13 t = t+ Bnorm
14 zn(1),...,zn(ne) = procedimiento de Gram-Schmidt
15 s(1)=0
16 fork =1tonedo
17 s(k) = s(k) + log(zn(k)) . magnitudes de vectores

1 LE(k) = 2%

[

Exponentes de Lyapunov
19 end for

20 end for

21 Salida: LE

Figura 1: Calculo del exponente de Lyapunov para
sistemas ODE.

3. Resultados y discusion

Utilizando las herramientas descritas en la seccion
anterior hemos desarrollado un modelo de Competencia
de 5 cepas presentes en el biol caracterizadas en la
investigacion [12], especificamente las cepas 7, 15, 30,
32 y 34 (las cuales seran denotadas en el modelo
matematico como las especies x;, X, X3, X4 YV Xs,
respectivamente).

Este modelo se desarrolld a partir de datos
experimentales y pardmetros cinéticos calculados en
[38], permitiendo explorar las interacciones entre las
cinco cepas y mejorar nuestra comprension de su
dindmica ecologica. En [38] se utilizd la optimizacion
mediante enjambre de particulas (PSO por sus siglas en
inglés), para estimar la tasa maxima de crecimiento L,y gy
y la maxima abundancia (capacidad de carga), A. En el
modelo de competencia de Lotka-Volterra (1) estos
parametros corresponden a los vectores r y K,
respectivamente. Los valores de estos vectores son los
siguientes:

0,5309 1,6248
0,2317 1,7894
r =0,2827|, kK =|2,4739 (5)
0,4133 1,6967
0,4369 2,3377

3.1 Calculo de los coeficientes de

competencia
Los elementos de una matriz comunitaria comprenden al
menos la capacidad de carga de todas las especies



cultivadas en monocultivo y la biomasa entre todas las
parejas de especies [15].

La férmula para calcular el coeficiente de competencia
((xi j) entre las especies i y j se expresa como:

— ®
aij =
Wi
donde:
K; es la capacidad de carga de la especie i.
w; es la biomasa de la especie i.

w; es la biomasa de la especie .

Estos datos se obtuvieron de los valores
experimentales disponibles en el Cuadro 4.1 de Torres
(2024) [39] de todos los experimentos de crecimiento con
monocultivos. Los valores de w; 'y w; dependeran del
momento del experimento en que se hayan realizado las
mediciones de biomasa, para este caso se tom¢ al inicio
de la etapa estacionaria de las bacterias aproximadamente
en t = 8 horas, como indican las investigaciones de
[40], [41]. Dando como resultado la siguiente matriz de
competencia.

1,00 0,18 012 0,18 0,15]

0,37 1,00 029 042 0,36
;=048 053 100 053 045| (7)

0,32 035 024 1,00 0,30

062 068 048 0,69 1,00

3.2 Equilibrio y valores propios

El modelo Lotka-Volterra puede generalizarse para
cualquier nimero de especies que compitan entre si. En
nuestro caso, consideramos la competencia entre un total
de cinco especies. Considerando las poblaciones y las
tasas de crecimiento como vectores, y @ como una
matriz, la ecuacion para el caso de N =5 se expresa
como:

dt K;
Para este sistema hay 2N =25 =32 puntos de

dx; N aix
da_ <1 _ M) @)

equilibrio que corresponden a tomar x; =0 o (1 -

N
X j=1 @ijXj
K
un equilibrio en el que la especie i se extingue, mientras
que el segundo representa uno en el que la especie i

) =0 parai=1,...,N.Elprimero representa

coexiste con las otras especies. El origen x; = x, =
X3 =x4 =x5 =0es un punto de equilibrio, esto
representa un estado estacionario en el que todas las
poblaciones de las especies son cero ya que no estan
presentes en el sistema y no hay cambios en el tiempo en
las poblaciones. El punto de equilibrio coexistente es el
punto en el que todas las derivadas son iguales a cero,
todas las especies coexisten donde x; # 0, y se puede
encontrar calculando la inversa de la matriz de
competencia o y multiplicandola por el vector columna
K, esto es igual a:

1,223

0,668

x=K()™!=|1,087

0,794

0,056
Este resultado representa las concentraciones de las
cepas en el punto de equilibrio coexistente. Por ejemplo,
x; = 1,223 es la concentracion que tiene la primera
especie (Cepa 7) en el sistema de competencia. Esto
sugiere que esta especie puede ser una especie dominante
en el ecosistema, con una alta capacidad para competir
por recursos. Mientras que el valor x5 = 0,056 sugiere
que la Cepa 34 tiene una concentracion en el equilibrio
muy baja y podria ser una especie poco comun o
vulnerable en el ecosistema. Este mismo analisis se

podria aplicar al resto de las poblaciones.

La matriz jacobiana correspondiente al sistema
linealizado definido en (4), evaluada en el punto x, es la
siguiente:

-0,3995 -0,0719 -0,0479 -0,0719 -0,0599
-0,0320 -0,0865 —0,0251 -0,0363 -0,0311
J=1-0,0596 -0,0658 —0,1242 -0,0658 —0,0559
-0,0619 -0,0677 -—0,0464 -0,1934 —0,0580
-0,0065 -0,0071 -0,0050 -0,0072 -0,0105

Los valores propios correspondientes a la matriz
jacobiana son:

—0,4494
—0,2039
vi =|—0,0062
—0,0961
—0,0585

Notese que todos los valores propios tienen partes
reales negativas y no tienen partes imaginarias. Por lo
tanto, el punto critico es un nodo asintéticamente estable.
Esta estabilidad implica que las poblaciones de las



especies tienden a regresar a su equilibrio original
después de perturbaciones menores en el ecosistema, a
medida que el tiempo avanza. Etiquetamos los 30 puntos
de equilibrio restantes con la letra Q, (recordando que los
subindices 1 al 5 corresponden a las Cepas 7, 15, 30, 32
y 34, respectivamente). Por ejemplo, un equilibrio donde
solo coexisten la primera y la cuarta especie se denota
como Q4.

De esos 30 puntos, no tiene sentido biologico estudiar
la estabilidad de equilibrios negativos. Si en un punto de
equilibrio al menos una poblacion es negativa, implica
que esa especie no puede mantenerse en el sistema en
presencia de las otras. Esto puede deberse, entre otras
causas, a una competencia intensa o a interacciones
negativas entre las especies. En términos biologicos,
significa que una especie no logra sobrevivir ni sostener
una poblacion estable frente a sus competidoras; si no
compite de forma efectiva, su tamafio poblacional
disminuye y puede volverse negativo en el equilibrio.

En su lugar, procedemos a analizar los puntos de
equilibrio positivos para todas las combinaciones de las
cinco especies y asi sucesivamente, hasta determinar qué
combinaciones de especies tienen un equilibrio factible.
En estos puntos de equilibrio, las especies pueden
coexistir en el sistema en proporciones especificas sin
que ninguna de ellas se extinga localmente. Esto sugiere
una situacion en la que las especies pueden compartir
recursos o interactuar de manera que permita su
coexistencia. Biologicamente, podria indicar una menor
competencia entre las especies, lo que permite una
coexistencia mas efectiva y estable en el sistema.

Estos puntos de equilibrio pueden clasificarse de la
siguiente manera:

e En los cinco puntos de equilibrio en los que s6lo
hay una especie viva (Qq, Q3, Q3, Q4, Qs) todos
tienen uno de sus valores x; negativo.

e Delos diez puntos de equilibrio con exactamente
dos especies vivas, seis
(Q12, Q13, @23, Q24, 34, Q35) tienen uno de sus
valores x; negativo, mientras que los otros cuatro
(Q14,0Q15, Q25,Q45) estan presentes y coexisten
en el ecosistema.

e De los diez puntos de equilibrio con exactamente
tres especies vivas, tres

(Q123, Q124, Q134) tiecnen uno de sus valores
Xx; negativo, mientras que los otros siete
(Q125, Q135 Q145 Q234, Q235 Q245 Q345)
estan presentes y coexisten en el ecosistema.

e De los cinco puntos de equilibrio con
exactamente cuatro especies vivas, uno (Qq234)
tiene uno de sus valores x; negativo, mientras
que los otros cuatro

(Q1235, Q1245, Q1345, Q2345) estan presentes y
coexisten en el ecosistema.

A excepcion del origen, los dieciséis puntos de
equilibrio de la frontera y sus respectivos valores propios
se resumen en la tabla de la figura 2.

Especies (x1, X2, X3, X4, X5) m T2 ME] T4 75

Qus [1.4000 0.0000 0.0000 1.2487 0.0000] -0.4986 -0.2630 0.0967 0.1303  0.1136
Qs [1.4048 0.0000 0.0000 0.0000 1.4667] -0.5089 -0.2243 0.0960 0.1302 0.1966
Qs [0.0000 1.2551 0.0000 0.0000 1.4843] -0.3397 -0.1002 0.3843 0.1304 0.1978
Qus [0.0000 0.0000 0.0000 1.2552 1.4716] -0.1576 -0.4232 0.3849 0.0948 0.1310
Quzs [1.3189 0.9987 0.0000 0.0000 0.8409] -0.4702 -0.1759 -0.0713 0.1066 0.1639
Qs [1.3268 0.0000 1.4735 0.0000 0.8078] -0.4758 -0.1928 -0.0842 0.0751 0.1647
Quss [1.3177 0.0000 0.0000 1.0326 0.8083] -0.4932 -0.2433 -0.0967 0.0747 0.1063
Q235 [0.0000 1.0188 1.5226 0.0000 0.9141] -0.3044 -0.0745 -0.0978 0.3665 0.1706
Qa3 [0.0000 0.9449 1.4312 1.0225 0.0000] -0.3262 -0.1272 -0.0816 0.3591 0.0566
Qs [0.0000 1.0122 0.0000 1.0689 0.9119] -0.3641 -0.1236 -0.0742 0.3638 0.1098
Qass [0.0000 0.0000 1.5136 1.0720 0.8715] -0.3738 -0.1366 -0.0865 0.3658 0.0759
Qi23s [1.2684 0.8136 1.2561 0.0000 0.3952] -0.4516 -0.1710 -0.0405 -0.0741 0.1428
Q25 [1.2600 0.8071 0.0000 0.8937 0.3910] -0.4647 -0.2169 -0.0848 -0.0406 0.0905
Quzss [1.2640 0.0000 1.2400 0.8915 0.3437] -0.4685 -0.2213 -0.0391 -0.1073 0.0601
Q2315 [0.0000 0.8376 1.3106 0.9424 0.4889] -0.3369 -0.1196 -0.0471 -0.0756 0.3509

Figura 2: Valores propios del sistema linealizado en los
puntos de equilibrio.

Todos los puntos de equilibrio mencionados en la
frontera son puntos silla inestables, ya que en todos los
casos al menos un valor propio tiene una parte real
positiva. La inestabilidad de todos estos puntos de
equilibrio (a diferencia del punto de coexistencia interior
estable) sugiere que el sistema es altamente sensible a la
pérdida o ausencia en las poblaciones de las especies
involucradas. En un ecosistema real, esto podria
significar que la extincion local de ciertas bacterias
podria desencadenar cambios drasticos en toda la
comunidad microbiana. Esto podria tener implicaciones
importantes para la estabilidad del ecosistema y su
capacidad para proporcionar servicios ecosistémicos,
como el ciclo de nutrientes y la descomposicion de
materia organica. Ademas, la inestabilidad de estos
puntos de equilibrio resalta la importancia de comprender
las interacciones entre las especies y los factores que
pueden influir en sus poblaciones, como la disponibilidad
de recursos, la competencia y la depredacion.



Las graficas que se muestran en la figura 3 ilustran las
series temporales de cada cepa bacteriana que simulan el
crecimiento de cinco especies distintas en un mismo
ecosistema a lo largo del tiempo, mediante el modelo de
Lotka-Volterra definido en (8). Se destaca que las Cepas
7 y 32 exhiben un crecimiento superior en comparacion
con las demas, mientras que la Cepa 30 presenta el menor
crecimiento.

09 Poblaciones de especies a lo largo del tiempo
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Figura 3. Series temporales para cada cepa bacteriana

Es importante resaltar que esta representacion grafica
ofrece una vision clara, comprensible y realista de coémo
varian estas poblaciones a lo largo del tiempo. Esto
facilita la comprension de la dindmica de las especies en
un mismo entorno simulado.

3.3 Exponentes de Lyapunov

El caos es relevante en los sistemas dinamicos no
lineales, con aplicaciones especialmente en biologia. En
este campo, los modelos Lotka-Volterra (depredador-
presa y competitivos) se usan ampliamente y son Ttiles
en agricultura y ecologia. Sprott (2005) [30] presentd un
modelo  competitivo  multiespecifico de  alta
dimensionalidad con caos espacio-temporal, y Vano [31]
identificé caos en modelos basicos de cuatro especies.
Ademas, [7] y [6] ofrecen un marco tedrico que aclara
limites y posibilidades de la dindmica en sistemas Lotka-
Volterra competitivos. Estos autores establecieron una
relacion directa entre la dimensionalidad del sistema y la
complejidad de su comportamiento dindmico, lo cual
resulta crucial para predecir y entender la dinamica de
sistemas bioldgicos y ecologicos complejos. Para el

sistema competitivo que estudiamos, la complejidad de
las interacciones entre cepas y el efecto de Ia
dimensionalidad sobre el caos o la estabilidad son
esenciales para predecir el comportamiento de nuestras
cepas bacterianas en entornos competitivos.

Para calcular los exponentes de Lyapunov
correspondientes al sistema Lotka-Volterra utilizamos el
algoritmo descrito en la figura 1, codificado por [37],
adaptado a nuestro problema en especifico, utilizando los
valores optimizados de la poblacion inicial generados por
el algoritmo PSO de [38], los cuales fueron empleados
como puntos de partida para la trayectoria del sistema.

0,1334
0,1243
N, = [0,0993
0,1530
0,1161

A continuacion, se muestra la evolucion temporal del
calculo numérico de los exponentes de Lyapunov para el
sistema de Lotka-Volterra en la tabla 1.

Tabla 1: Evolucion temporal de los LE para el sistema Lotka-

Volterra
Tiempo (horas) LE, LE, LE; LE4 LEs

5 . 0.224553  0.131867 0.177761 0.174587  0.191897
10 0.031488 0.087131 0.122482 0.065030 -0.006489
15 -0.042844 0.057257 0.083926 0.007464 -0.148129
20 -0.067107 0.038653  0.055963 -0.033044 -0.226940
25 -0.074011 0.025712  0.035839 -0.064512 -0.274050
30 -0.076476 0.016016 0.021660 -0.088021 -0.304931
35 -0.077932 0.008374 0.011314 -0.105237 -0.326610
40 -0.078948 0.002158 0.003430 -0.118057 -0.342623
45 -0.079534 -0.002978 -0.002878 -0.127886 -0.354922
50 -0.079638 -0.007220 -0.008247 -0.135644 -0.364664
55 -0.079238 -0.010665 -0.013141 -0.141925 -0.372572
60 -0.078365 -0.013395 -0.017843 -0.147119 -0.379121
65 -0.077100 -0.015539 -0.022440 -0.151491 -0.384636
70 -0.075551 -0.017267 -0.026878 -0.155224 -0.389345
75 -0.073821 -0.018747 -0.031055 -0.158452 -0.393413
80 -0.071992 -0.020098 -0.034902 -0.161273 -0.396964
85 -0.070119 -0.021389 -0.038395 -0.163759 -0.400090
920 -0.068237 -0.022654 -0.041547 -0.165969 -0.402864
95 -0.066370 -0.023903 -0.044386 -0.167945 -0.405341
100 -0.064534 -0.025134 -0.046948 -0.169724 -0.407569

Al observar la evolucion temporal de los calculos, se
aprecian valores positivos en las primeras iteraciones



(t =5). Es fundamental aclarar que estos valores no
sugieren un comportamiento cadtico inicial en el
ecosistema microbiano, sino que corresponden
estrictamente a la fase transitoria de estabilizacion
caracteristica del algoritmo numeérico de
ortogonalizacion de Gram-Schmidt [32][42]. Durante
esta etapa, los vectores de perturbacion ain se estan
alineando con la variedad del sistema dinamico.
Conforme avanza la integraciéon computacional y el
algoritmo supera su fase de ajuste, las direcciones en el
espacio de fase comienzan a converger. Al final del
periodo analizado (t = 100), todos los exponentes de
Lyapunov resultan negativos. Dado que estos exponentes
son invariantes dindmicas definidas formalmente en el
limite temporal asintotico (t — ©0), esta convergencia
definitiva descarta la presencia de caos determinista y
demuestra que el sistema Lotka-Volterra de estas 5 cepas
es intrinsecamente estable desde su inicio.

El exponente de Lyapunov mas negativo, LEs =
—0.407569, sefiala la tasa mas rapida de convergencia
de las trayectorias cercanas en el espacio de fases del
sistema Lotka-Volterra. Esta magnitud refleja la
contraccion mas fuerte en la variedad dindmica, lo que
matematicamente indica una profunda estabilidad
direccional. Desde una perspectiva bioldgica, la alta
negatividad de este exponente sugiere que el consorcio
bacteriano en su conjunto posee mecanismos robustos de
autorregulacion y competencia intraespecifica. Estos
mecanismos comunitarios son fundamentales para
disipar rapidamente las perturbaciones, mantener el
equilibrio poblacional y evitar fluctuaciones drasticas,
garantizando la supervivencia y viabilidad del
ecosistema a largo plazo.

El exponente de Lyapunov menos negativo, LE, =
—0.025134, aunque sigue indicando contraccion,
representa la tasa de convergencia mas lenta. Esto sugiere
una menor estabilidad relativa en esa direccion particular
del espacio de fases, traduciéndose en una respuesta mas
moderada ante las perturbaciones y un retorno al
equilibrio mas prolongado, aunque sin llegar a la
divergencia. Biologicamente, esto implica que el sistema
puede experimentar fluctuaciones transitorias mas
visibles ante ciertas variaciones menores, otorgandole la

flexibilidad necesaria para adaptarse a condiciones
competitivas o entornos cambiantes.

La figura 4 ilustra esta dinamica de los exponentes de
Lyapunov a lo largo de la serie temporal (¢t = 100). La
aparicion inicial de exponentes positivos desde (t = 5)
representa la fase de ajuste del algoritmo numérico,
descartando que existan fluctuaciones impredecibles y
divergentes reales en las poblaciones bacterianas. Con el
transcurso del tiempo, la transicion de todos los
exponentes hacia valores negativos sefiala la
estabilizacion y convergencia, confirmando de manera
concluyente que el ecosistema posee un comportamiento
estable y equilibrado a largo plazo.

Dinamica de los Exponentes de Lyapunov
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Figura 4. Dinamica de los exponentes de Lyapunov

4. Conclusiones

Este trabajo aporta un analisis detallado sobre la
estabilidad de un modelo de competencia interespecifica
basado en las ecuaciones de Lotka-Volterra, aplicado a
cinco cepas de microorganismos de montafia. Los
resultados destacan la capacidad del modelo para
capturar la complejidad de las interacciones ecologicas
entre las especies, mostrando coémo la competencia
influye en la estabilidad y coexistencia de las
poblaciones. A través de la modelizacion y simulacion,
se muestra como diferentes cepas bacterianas pueden
coexistir en un mismo entorno, a pesar de la competencia
por recursos limitados. Se identificaron 16 puntos de
equilibrio en la frontera en los que varias especies pueden



coexistir en proporciones especificas. El analisis de
estabilidad revela que todos estos son puntos silla
inestables, lo que indica una alta sensibilidad del sistema
a la pérdida de especies en el consorcio. No obstante,
también se identifico un punto de equilibrio interior
estable, donde todas las especies coexisten, sugiriendo la
capacidad del sistema para mantener un equilibrio
dindmico a largo plazo.

El anélisis de los exponentes de Lyapunov revela la
estabilidad intrinseca en el sistema Lotka-Volterra de
poblaciones de microorganismos. Inicialmente, se
observan valores positivos atribuibles a la fase de ajuste
del algoritmo numérico en el tiempo (£=5), descartando
verdaderos indicios de comportamiento caodtico,
caracterizado por fluctuaciones impredecibles y
divergentes. Sin embargo, a medida que avanza el
tiempo, estos exponentes se tornan negativos,
confirmando la estabilizacion y convergencia en el
espacio de fase, como indican los resultados de los
exponentes de Lyapunov en (£ =100). Esto sugiere que
el sistema Lotka-Volterra mantiene inherentemente un
comportamiento estable y equilibrado a largo plazo y
refuerza la aplicabilidad del modelo en estudios
ecoldgicos. Entre las principales ventajas de este enfoque
se encuentra su capacidad para predecir la evolucion de
comunidades microbianas sin necesidad de realizar
experimentos de largo plazo.
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