correspondientes) entonces sus resistencias residuales
por unidad de desplazamiento sera la misma".

Esta es una importante ley la cual hace posible estimar la
resistencia residual de un buque a partir de un modelo a escala
con las mismas formas.

El tanque de Froude construido por 1871 fue en todo caso una
larga trocha de 76 metros de longitud, con un ancho de 2 metros
en el fondo y 8 metros en la superficie. La profundidad era de 3
metros. Este tanque fue el primer canal de pruebas
hidrodindmicas en el mundo que ha sido imitado en muchos
lugares de la tierra, todos contribuyendo en mayor o menor grado
a la resolucion de nuevos problemas los cuales se han
desarrollado por afios.

Modemos tanques de pruebas han sido desarrollados para
medir las resistencias de los modelos pero basicamente son muy
similares al primero construido por el Sr. Froude. Con respecto a

los modelos, éstos varfan en sus esloras que puede estar entre los
4 y 9 metros. En el Reino Unido, estos modelos son desarrollados a
partir de cera, en vista que este material es de ficil tallado, siendo asi,
que una vez terminadas las pruebas estos son derretidos y el material
vuelve a usarse.

En otros escritos trataré de explicar la forma como se presentan y
toman los datos para los calculos de resistencias hidrodinamicas en
los cascos de los buques.
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ANALISIS DEL EFECTO DE LAS CONDICIONES DE FRONTERA

EN LA RESPUESTA DINAMICA DE PLACAS ANISOTROPICAS
Ing. Benigno VARGAS G., Decano de la F.I.M.,U.T.P.
Ing. Carlos R. PLAZAOLA L. Profesor Asesor, Panama Canal College.

Extracto General

La respuesta dinamica de placas anisotrépicas e
isotropicas con diferentes condiciones de frontera y sujetas a
cargas de impulso fue investigado. Para realizar este anélisis se
inicia partiendo de las ecuaciones de movimiento presentadas por
J. M. Whitney, para la solucion de estas ecuaciones se utilizo el
Métodode Levy. :

El estudio incluye un andlisis de vibracién libre y forzado
tanto para placas anisotropicas (ortotrépica) como isotropicas,
tomando el en cuenta el efecto de las condiciones de frontera.

La solucién para el problema dinamico de dos pulsos fue
obtenida. Se utilizaron dos tipos de carga impulsiva, modeladas
mediante pulsos de forma senoidal y escalén.

Introduccion

Desde las publicaciones de Euler [1] , Lagrange, Navier,
Kirchhoff [2] y Levy [3], se ha dedicado gran esfuerzo a las
investigaciones de las caracteristicas dindmicas de placas en
diferentes configuraciones, geometrias, condiciones de frontera y
otras variantes, Sin embargo, con el desarrollo de nuevos
materiales estructurales, como plésticos, materiales compuestos
reforzados con fibras y su incremento en aplicaciones en
componentes  estructurales, se hacen necesarias mds
investigaciones en este campo.

Las teorias de placas compuestas laminadas delgadas han
sido establecidas por Leknitskii [4], Reissener y Stavsky [5] .
Dong, Pister y Taylor [6] y Stavsky [7]. Detalles de estos
trabajos, incluyendo la solucién para muchos problemas de
fronteras pueden ser encontrados en los trabajos de J.E. Ashton ¥
J M. Whitney [8].

Trabajos analiticos dedicados al estudio de la respuesta forzada
de placas de material compuesto laminados han sido menos
evidentes. Meirovitch [9] y Warburton [10] analizaron la respuesta
de placas isotropicas para cargas dindmicas mientras que Yu [11] y
Sun y Whitney [12] han presentado la respuesta para placas
anisotropicas en flexion cilindrica.

Dobyns [13], present6 un andlisis de placas delgadas
ortotropicas con condiciones de fronteras de simple apoyo sujeta a
cargas estaticas y dinamicas. Vargas [14], present6 un analisis de
placas delgadas anisotropicas  (ortotropicas) e isotropicas con
diferentes condiciones de frontera sujetas a cargas estticas y
dinamicas, ademas del efecto de la duraciéon y forma de las cargas
impulsivas.

El objeto de este trabajo es determinar la respuesta dindmica
de placas anisotropicas e isotrépicas con diferentes condiciones de
frontera y sujeta a cargas de impulso.

El material de la placa anisotropica se asumira ortotropico y
la teoria lineal de elasticidad serd utilizada para formular el
problema.

Se tomara en cuenta el efecto de inercia rotatoria, pero no el
efecto de la deformacidn cortante transversal para este andlisis.

Los efectos de las cargas de impulso modelada por pulsos de
forma senoidal y escalén seran analizados, asi como su forma y
duracién. Para simplificar el andlisis se asumira que los pulsos
actiian sobre la superficie de la placa uniformemente. La solucién de
la ecuacién de movimiento esta basada en el método de Levy.

ANALISIS

En la figura 1 y 2 se muestran el sistema de coordenadas x, y, z
v la geometria y sistema de referencia utilizados para el analisis de
placas laminadas, respectivamente. La longitud, el ancho y el
espesor son denotados por las di iones a, b, y h, respecti 3
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El analisis se basa en las hipétesis siguientes:

I- La placa es construida de un nimero arbitrario de
laminas, consideradas macroscOpicamente como un
material con comportamiento eldstico homogéneo
ortotrpico, unidas entre ellas perfectamente. Sin
embargo los ejes ortotrépices de simetria de una lamina
individual no necesariamente coinciden con los ejes X, y,
z de la placa.

2- La placa es delgada, es decir, el espesor h es mucho mas
pequefio que cualquier otra dimension.

3- Los desplazamientos u, v, w son pequefios comparados
con el espesor de la placa.

4- Las deformaciones planas €, €, ¥y €. son pequefias
comparadas con la unidad.

5- Las deformaciones cortantes €,y €x. son despreciables.

6- Los desplazamientos transversales u, v, w son funciones

lineales de z.

- La deformaci6n transversal normal €, es despreciable.

8- Cada l4mina se comporta de acuerdo a la Ley de Hooke.

9-  Los efectos de campos gravitatorio, eléctrico o magnético
son despreciables.

10- Los esfiuerzos transversales cortantes €., y €y
desaparecen en la superficie de la placa para z= +h/2.

11- Los efectos térmicos ehigrotérmicos son despreciables.

Los detalles de las derivaciones de las ecuaciones son
presentados por Vargas [14] y no se incluyen aqui por brevedad.
Combinando las ecuaciones de cinematica, de equilibrio
dinamico y las ecuaciones constitutivas se obtiene la ecuacion
diferencial para placas anisotrépicas (ortotrépicas) e isotrépicas
respectivamente.
Fw

w
p,_qph—aF =p(x,y,t} (1)
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El método utilizado para solucionar la ecuacion diferencial
(2) fue el método de Levy, llamado asi en honor 2 Maurice Levy,
quien en 1899 presento este método de solucion de series infinitas
de medio rango para placas isotropicas, el cual también puede
ser usado para solucionar la ecuacion diferencial de placas de
material compuesto.

Vibracion Libre

Detalles del anélisis son presentados por Vargas [14]; solo
algunos de los resultados son presentados aqui.

Para determinar la frecuencia natural y los modos naturales
de vibracién de una placa, el método de Levy fue utilizado. Este
método consiste en asumir una solucién de series infinitas de
senos de medio rango de la siguiente forma:

wix, ) =¥ ba(7)sin(25) O

Solucién esta que debe satisfacer las cuatros condiciones de
frontera en x. Donde ¢,(y) es una funcién desconocida en y.

Se analizaran estructuras hechas de acero de plastico
reforzado con fibra de grafito o carbon (CFRP) tipo T300/N5208,
donde la disposicién de las laminas de la placas compuestas es
[(45/0)a];-
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Para este estudio los parametros geométricos tanto de la placa
anisotrépica como el de la placa isotropica fueron selecionados del
mismo tamafio con el objeto de comparar los resultados.

Como se esperaba, de los tres casos analizados, es en el caso de
cuatro bordes simplemente apoyados, tanto para placa anisotropica
como para la isotrépica, donde se obtuvieron los valores de
frecuencias naturales mas bajas, esto es asi ya que esta es la
configuracién mas flexible de la estructura. El valor de frecuencia
més alto se obtuvo en el caso de dos bordes empotrados y dos
simplemente apoyados, esto es razonable, ya que esta es la
configuracion més rigida de la estructura.

Las formas de los modos correspondiente a varias frecuencias
naturales son mostradas en las Figuras 3 y 4, para el caso de dos
bordes empotrados y dos simplemente apoyados para 2 valores de m
y n para placas de material compuesto anisotrépico (ortotrdpico).

Vibracion Forzada

En esta parte del estudio se presentara la respuesta forzada de
placas anisotrépicas e isotropicas sujetas a cargas de impacto,
modeladas mediante pulsos de forma senoidal y escalén, tomada de
Dobyns [13], donde las expresiones analiticas para cada uno son
dadas. El objetivo es analizar no solo el efecto de las caracteristicas
del pulso, tales como forma y duracién, sino también los efectos de
las condiciones de frontera y los materiales de la placa.

La solucién para la ecuacién (1) y (2) en el caso forzado puede
expresarse de la siguiente forma:

wi,y, 61250 ¥ 4,0 sin(FEE) Fp(6) @)
Detalles del analisis de vibracién forzada son dados por Vargas

[4]1.

Para ilustrar la respuesta dinamica, la razén WyWea fue
obtenida como una funcién del t para los tres casos analizados, donde
Wy es la Componente transversal de desplazamiento estatico,
producida por la la accién de una carga uniforme y evaluada para los
casos 1 y3en x=a/2,y="b/2,ypara el caso 2 en el punto x= a/4,
y=b/4.

Para este andlisis se tomaron cuatro razones adimensionales de
tiempo ti/t, (0.5, 0.9, 1.1, 2), donde t; es la duracién del pulso y tc es
el tiempo critico. De este andlisis se pudo observar que se obtienen
mayores razones de amplitudes Wy/Wsa en la respuesta dinidmica
cuando se consideran cargas modeladas con pulsos de forma
escalonada. Tal como se puede observar en las Figuras 5y 6 para
uno de los casos analizados y una relacién de t,/t.=2.

CONCLUSIONES

- Las condiciones de fronteras afectan la rigidez de una estructura
y por lo tanto las frecuencias naturales y los modos normales de
la misma.

- La respuesta a cargas dindmicas es funcion de las frecuencias
naturales y modos normales, por lo que se espera que la
respuesta dindmica de una estructura sea también funcion de
las condiciones de frontera.

- De los tres casos analizados, la frecuencia fundamental para el
caso de cuatro bordes simplemente apoyados, fue
aproximadamente 10% menor que la del caso de un borde
empotrado y tres bordes simplemente apoyados y 21% menor
que el caso de dos bordes empotrados y dos bordes simplemente
apoyados para Iz placa anisotrépica y para la placa isotropica la
frecuencia fundamental para el caso de cuatro bordes
simplemente apoyados. fue aproximadamente 17% menor que la
del caso de un borde empotrado y tres bordes simplemente
apoyados y aproximadamente 32% menor que el caso de dos
bordes empotrades y dos bordes simplemente apoyados, esto es
asi ya que ésta es la configuracion mas.flexible de la structura.

- El valor de frecuenciz més alto se obtuvo en el caso de dos
bordes empotrades y dos simplemente apoyados, esto es
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razonable, va gue sta es la configuracién maés rigida de la
estructura, resultados estos que concuerdan con lo esperado.

El efecto de la condicion de frontera fue también investigado.
Con respecto 2 la condicién de frontera que produjo mayor
razon de desplazamiento fue la de cuatro bordes simplemente
apoyados ya que esta es la configuracién mas flexible de las
estructuras analizadas. -

- Se usaron dos tipos de cargas impulsivas, modeladas
mediante pulsos de forma senoidal y escalon, se pude indicar
que cuando el pulso escalén fie usado como la funcion
forzada, la razén de amplitud mas grande de vibracién fue
obtenida.

- En este punto se puede sefialar que son pocos los trabajos
desarrollados en el anélisis forzado para placas anisotrépicas
¢ isotropicas. Como futuros trabajos en esta direccion se
podrian considerar investigaciones que consideren:

[a] Los efectos de la deformacion transversal cortante.

[b] Larespuesta dinamica para otros casos de condiciones de
fronteras.

[c] Anélisis de vibracién forzada de otras formas geométricas de
placas.
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Figura 1. Sistema de coordenadas
de la placa.

Figura 4: Forma de los modos para elcaso 1,
correspondiente la ©Q,,

: —— . .
/ \ 1

..+ / \| N

amb / \ | /‘

. / \\} \

Figura 5 Respuesta Dindmica para el pulso senoidal
para ft. =2, caso 1.
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Figura 2: Geometria y sistema de referencia
para una placa laminada.
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Figura 6: Respuesta Dindmica para el pulso
escaloén para t)/t, =2, caso 1.
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